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§0.は 「 じ め に
まず 記号を次 の よ うに定め てお く。
M,N=与 え られた整数(M≧1,N≧0)
α・,…,αm,…,αM:M個Q文 字
Xl,…,Xm,…,XM:αm(1≦m≦M)をN個 並べ た列 におけ るそれ
ぞれ の文字の出現 回数(Xl+…+XM==N)
N1,…,Nm,…,NM:Xm(1≦m≦M)を 回数 の小 さい ものか ら大 き
い ものへ と順 に並べかえた値(N、≦… ≦NM,N1+…+NM==N)
本稿 では,文 字 α鎚 の現 われ方 について ランダム性 を仮定す るときの,順
序統 計量Nm(1≦m≦N)の 確率P(N.…n)の 求め方 に つい て検討す る。
た とえば,M-・10と し,α乞(1≦i≦10)をそれぞれ0,1,…,9と すれば,
1桁の乱数 をN個 選ぶ ときの,各 数 字の出現 回数についての順序統計量Nri
の分布を問題 に してい ることにな る。 この問題は,日 本統計学会誌[3]の
「解答 を求む」欄 に,M=・10,N・=100の場合 の最小回i数N・の分布 を求め る
問題 と して示 された ものを一般 の順序統計箪 の問題 と して解 こう とす るもの
であ る。
本稿(1)で は §1.におい て予備的解析 を行 な らた のち,M,Nが 小 な と
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きに用いることのできるような,漸 化式にもとつ く2通 りの計算手続 きを,
そ れ ぞ れ §2.お よび §3.に述 べ る。 §4.には 各 種 の 量 が0に な らな い 条 件
を と りま とめ た 。 な お,実 際 の 計 算 は 次 稿(皿)に 掲 載 す る予 定 で あ る。
§1.準 備
1.1問 題 の 整 理Xm(1≦m≦M)ま た はNm(1≦m≦M)に 関 す る事 象 を
Eと す る と き,Eに 含 まれ るN文 字 の 列'(重 複 順 列)の 個 数 を1{E}と あ
らわ す 。 明 らか に
P{E}・-M-Nl(E)(1.1)
確 率1){Nm=ve}@=0,1,…,N)に つ い て は 明 らか に
P{N.・=n}=・P{Nm≦n}-P{Nm≦n--1}
=・P{Nm≧n}-P{Nm≧n+1}(1.2)
ゆ
の 関 係 が あ る か ら
・P{Nm≧n}n=・O,…,N十1ま た はP{Nm≦n}・n・=-1,…s1>
の 値 を 求 め れ ば よい 。
各 文 字 の 出 現 回 数x、,…,XMの 分 布 は,出 現 確 率 が1/Mの 多 項 分 布 で あ
るか ら,そ の 同 時 確 率 な どが
N!1P(
x1,…,XM)==。MN
κ1!_XM!
0≦Xi≦N(i==1,…,M),ΣXi=N
P(x・)一(碧)銑詳 竺
1V1P(
〃1,x2)一
x1=o,_,N
(M-2)N-Xl-x2
X、!X2!(N-X1-x2)!MN
O≦x1,x2≦N,X1+κ2≦1V
であ ることは容易に示 され る。
'(1.3)
(1.4)
(1.5)
(1.3)式を用 いれば,最 小回数N・ お よび最大 回数Nmの 分布につい ては
P{N1≧n}・・P{(Xl≧n)∩… ∩(XM≧n)}
==ΣP(x1 ,
X1≧n、…・XM≧n
X1+…+XM=rv
… ,x1匪f)(1.6)
乱 数 の 個 数 に 関す る順 序 統 計 量 の 分 布(1)3
P{NM≦n}=・P{(κ1≦n)∩ …'∩(XM≦n)}
嘗 ΣP(Xl ,…,XM)(1.6')
X1≦n・ … ・XM≦n
Xl+…+XM=N
とあ らわせ るが,-M=10,N・=100程度 になる とF牙)ままの 形では 数値計算
は容易ではない。
1.2包 除原理の公式 似 下で用いる包除原理(包 含 と排除の原理)の 公式
を こごにまとめてお く。`
(1)
定 理1.有 限 集 合 を5,そ のM個 の 部 分 集 合 をSl,…,SMと す る 。St,
…,Szの うちm個 以 上 に 含 ま れ る 要 素 全 体 の 集 合Amの 要 素 の 個 数1{Am}
に つ い て 次 式 が 成 り立 つ 。
ne-Oの と き1{Ao}=・lo・・1{5}
1≦m≦Mの と き
欄 一ゑ(一 ・跡G=ilh)Zi
==(m-1
0)確)Zm・ ・+…+(一・)M-・m(y=h)1・(・・7)
こ こ で
lm一 Σ1{5i(1)∩_∩5i(m)}m=:1,_,M(1.8)
1(1)<…<¢(拠)
と く にm=1の と き 、
1{A1}・.1{S1∪...USM}
一 ♂、-」2+…+(-1)i-11乞+_+(-1)M甲11M(1 .9)
1.3指 数型母関数の公式 次に,あ る種の条件をみたす制限付き重複順列
の個数についての母関数を示 してお く。
(2)
定 理2.M(≧1)個 の 文 字 α、,r・・,αMか らN(≧0)個 を え らぶ 重 複 順 列
(1)証明は組合せ 理論 または 確 率論 のテキ ス ト,た とえば 河 田[1]p.54を参照
(そこでは確 率論 の命 題 と して証 明 されてい る).
(2)証明は,た とえば リウ[2コの指数型母 関数(計 数 子)の 議論 を参照すれ ば容易
であ る.
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の うちで,特 定 のm(0≦m≦M)個 の文字 α・,…,αmはP個 以上g個 以下
で,他 の(M-m)宿 の文字 α篇+・,…,α趾 はr個 以上であ る ような制限付 き
重 複 順 列 の 個 数 を.
'1(M ,N,m,P,9,り
で あ らわ す 。(制 限 条 件 の うち い くつ か を は ず した い 場 合 は,た と え ばP-・o・
g・一。。,ま た は7-0な ど とお く)。 こ の と き1(M,N,m,カ,q,r)の 値 は 次 の
母 関 数f(の のtN/N1の 係 数 で あ る。
f(彦;M・m・P・9・)一(器+(メ 旱i)!+…+;iql!)m
×(t「t「
。!+(ダ再)!+・ ・… ・)M"m
。 'π
1(M,N,m,汐,g,r)(1.10)=Σ
N==oN!
1.4P{N.=n}の 特 別 の 値 さ て,求 め る べ きP{N㌦==n}-P{N㌦ 一nlM,
(3)
N}の 値 は,次 の1)～5)の 場合 につ いては容易に計算 され る。
1)M=1の 場合:こ の ときはm-1と な り,次 の結果 がえ られ る。
P{酬 ・・N}一結
P{Ni≦nl・・N}一(8
P{N・≧"1・N}一結
2)nの 両端における値
n<O
n<0の と き
n≧Nの と き
n≦0の と き
n>Nの と き
n=Nの と き(1
.11)
ηキNの と き
η≧ 亙 の と き(1
.11')
n〈Nの と き
n≦Nの と き(1
.11")
n>Nの と き
ま た 次 の 値 の え られ る こ と も 自明 で あ る。
またはn>Nの とき P{N.・=n}=O
P{N冊 ≦n}・=O
P{Nm≦n}==1
P{Nm≧ 叫=1
P{Nm≧ 叫=0
(1.12)
(1.13)
(1.14)
(3)一 般 に,確 率P{・}に お い て,そ こに 明示 され て い な い パ ラメ ー タ(た とえ
ばM,N)を 表 示 して お きた い とき に はP{・1M,N}の よ うに か くこ とに す る.
乱 数の個数 に関す る順序統 計量 の分布(1)・5
2)n>N/2の 場 合 のP{NM・=n}:こ の と きは,2つ 以 上 のXiが 同 時 に
π 以 上 に は な りえ な い の で
1){NM=・n}=P{(Xl・・n)U・.U(XM=n)}
一
,9,P{x・・=n}・==M・(募)(M詔肋¥〈n≦N(…5)
i3)P{N・-O}:包 除 原 理 の 式(1 .9)を(確 率 論 の 言 葉 に 云 い 直 して)
用 い れ ば 容 易 に
P{1▽1=0}=P{(x1==O)U...U(XM'==O)}
一岩(一 ・)・一 (¥)(㌃ りN(…6)
3)N/Mに 最 も 近 いP{Nm-it}(1≦m≦M):[NIM]=ん(た だ し
[コ は ガ ウ ス の 記 号),N-hM+1(0≦1〈M)と お く と,容 易 に
P{N,===h}=_=-P{NM_L==h}===P{N.-z+1=・h十1}…-P{NM=h十1}
=・P{(N1,_,NM-1,NM.t+1,_,NM)=(h,_,h,h+1,_,h+i5}
一(¥)
(k!)嚥+、)琢ホ(…7)
4)数 値 例:M=10,・N=・100の 場 合 に つ い て,(1.15)～(1.17)の 値
の 一 部 を 示 す と 次 の と お り で あ る 。
mnP(Nm=n)mnP(Nm=n)
102.6560×10-410515.6642×10-25
1～10102.3571x10-8525.9304×10}26
999.0000×10-9?
1001.0000×10-99
§2.第1の 方 法
2.1記 号 な どva)M,Nは 取 りあ え ず 一 定 と し て お き,β 一L,G;〃 神1,
…,Mに た い し て,E.β,B.β(事 象),P.β(確 率 和),lmβ,1.β(個 数 と そ の
和)を 次 の と お り と す る 。
EmL≡≡{κm≦つ3}EηtG≡ ≡…{Xm≧n}(2.1)
,B.β≡…{EIP,…,Eプ の う ちm個 以 上 が 成 立 つ}(2.2)
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1.β・・1{Elβ∩_∩E.β}(2.3)
ら ㌦ 忍
,m,1{E窟・・∩… ∩Ee,・}《 ㌶)lm・(2・4)
ク処㌦ 為
@、P{E馨・・∩・・一,∩Eξ㈹}==M-N7m・=:M-N(M勉)lm・(2・5)
2.21mL,lmGに よ る 表 現 まず 次 の 同 値 関 係
Nm≦nぐ=⇒N1≦_≦Nm≦nζ=>BmL
(2.6)N
m≧n〈 ⇒n≦Nm≦_≦N.〈 ⇒Bi.m+1
くの
の成 立 つ こ と に 注 意 す れ ば,(2.6),(1.7),(2.5)式を 順 次 用 い る こ と に
よ り次 の2式 を う る。
P{Nm≦n}==P.{B.L}一趣 一・)・-m(;=ilh)P・L
'
-M-"
,41m(一・)・-G=lh)(¥)1・L
一姻(m・-1
0)(鰯)lm・一(Ψ)(-4(、)lk・,
+…+(一・)蝋 彪=h)(Y)」M・1(2・7)
P{Nm≧n}-P{B伽・}一譜
腓1(-1)・一・M・m-・(づ一晶 一、)PiG
一戦
。乱1(一 ・)i-M・m-・(づ一晶 一、)(¥)1・G
一剛(Mim)(議
+1)1信一1
-(M-m十1
1)(議+2)ll}一..2+…
+(一・)m-・(㌶=1)(M)1司(2・8)
上の2式 を,そ れ ぞれ 最小回数1V1および最大回数NMの 場合について
(4)(1.7)式は個数 に関す る等式 として述べてあ るが,こ こで はそれを確率 に関す
'る 等式 に直 して利用 してい る.
乱数の個数に関する順序統計量の分右(!)
示す と次 の とお りで ある。
P{2>1≦n}=P{BIL}
一剛(M
1)1・L-(¥)1・1+…+(一・)M-1(殼)IM・}
P{NM≦n}=P{BML}=M一 評IML
P{Nl≧n}=-1){BiG}=M　NIMG
P{NM≧n}=P{BMσ}
一姻(M
1)1・・=(y)1・σ+…+(一・)M-1(y)IM・}
こ こ ま で を ま と め る と残 さ れ た 問 題 は
lmL≡IL(m,%,M,ヱV)一・1{(κ1≦n)∩… ∩(Xm≦ の}
lmσ≡IG(m,n,M,2V)-4{(Xl≧n)u…u(Xm≧n)}
を 求 め る 手 続 き と い う こ と に な る 。
(2.9)
(2.10)
(2.11)
(2.12)
(2,13)
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2.31,nL,1詔 の 母 関 数EIL∩ … ∩EηLに 含 ま れ る 順 列 は,文 字 α1,…,α伽
がn個 以 下 で あ る こ と の ほ か に 何 も 制 限 が な い か ら,lmL≡IL(m,n,.M,N)
=1{EIL∩… ∩EmL}に 対 す る 母 関 数 は(1.10)式 でP・-O,g-n,er・=Oと お
く こ と に よ り
fL(m,n,M)≡f(t;M,m,0,n,0)
《 ・+÷+…+蕩)肌(・+舌+・・ゲ 鵬
。躍
=提
。N1IL(m,n・M・N)(2・14)
と な る 。 同 様 に し て1詔 ≡1σ(m・n・M・N)==1(EIG∩… ∩EmG)に 対 す る 母 関
数 は,(1.10)式 でP・ ・n,g臨 。。,r・Oと お く こ と に よ り
fa(m,n,M)≡f(t;M,m,n,oo,0)
==(tntn+1十一
n!@+1)!+・ ・旗1+∴+…)at'm
一轟 蓋z・伽 ・即)(2・ ・4')
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となる。 これ らの うち 簡単 に 彦のべ き級数 に展開で きる場合 を 次 にあげ る
(次の*は 任意 の数 で よい)。
fL(・…M)-fG(・…M)一(・+∴+…)謎 一幽r急 蓋 濯(2・ ・5)
fL(・・n・・)一・+看+…+叢 一為 荒 一轟 荒1・(1・n・,N)
fG(・・n,・)諾+て 謂)!+… 一急 錺 一器 ら(・・n…N)
これ らより
IL(0,n,M,N)..IG(0,n,M,1>)=MN
IL(・・n・1・N)一結 鷲
IG(・・"・1・N)一(6慧
を う る 。 ま た 次 の よ う な 関 係 が あ る 。
fL(m,n,m)===fL(1,n,1)m'fG(m,n,m)=fG(1,n,1)m
fL(m,n,M)=fL(m,n,m)e(M-m)x
fG(m,n,M)=fG(m,n,m)e(π 一m)x
(2.16)
(2.17)
(2.17')
(2.18)
(2.18')
2.4.M,mに つ い て の 漸 化 式 α・=Lま た はGに た い してMrM、+M2,
M=・M1+M2,0≦M1≦M、,0≦M2≦M2な る 関 係 が あ る と き
f.(m,n,M)一た伽 ・,n,M・)fa(m2,n,M2)(2.19)
が 成 立 つ こ と は,(2.18),(2.18')式か ら容 易 に 分 か る。 こ の 式 の 両 辺 を 展
開 して か く と
。 躍
謁 。一]1〈7Tia(m・va・M・N)
。。tN1。otN2
=Σ1 。(M1,n,M1,N1)Σ 一1。(M2,n,M2,N2)
Nl・Oヱ>1!N2=Oヱ ▽2!
両 辺 のtNIN!の 係 数 を 等 しい と お く こ とに よ り,次 の 漸 化 式 を う る。
1。(m,n,M,1>)
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煮(NN1)la(m・ ・n・M・・Ni)la(m・・n・M・・N-N・)(2・2・)
(2.16)～(2.17')式に よ る 値(m-O又 はM一 卿 曽1の 場 合)を 初 期 値 と
して,こ の 漸 化 式 を 適 当 に 用 い る な らば 嬬 ≡1。(m・n,M,N)の 値 が 求 ま
り,そ れ らを(2.7),(2.8)式に 代 入 す る こ とに よ りP{Nm≦n},P{Nm≧%}
の 値 が 求 ま る。
2.5特 殊 な 形 の 漸 化 式 漸 化 式(2.20)を 使 い や す い よ う に,そ の い くつ
か の 特 殊 な 形 を 示 し て お く。
1)M2-m2-1の と き:(2.17),(2.17)式 よ り,
IL(1,n,1,N-N,)==1〈#=>n≧ヱ〉-Niζ ⇒N1≧N_n
Iσ(1,n,1,N-!>1)=1〈=⇒n≦N-N,〈 ≒⇒Ni≦N-n
よ っ て
IL(m・n・M・N)一轟(鉱)IL(m-・ ・n・M-・・Ni)
IG(m・n・M・N)一焦(鉱)1・(m-・ ・n・M-・・N・)
'2)M2-Oの と き:
ら(m,n,M,N)一煮(鉱)偽 臓(砿%堀)口
と くにM,・M・ 一『m,M2・==Oのと き
la(m・n・M・N)煮(鑑)(M-m)N-N・1・(men,m,'Ni)
さ ら にm=1,M2=・M-1,M2==Oと す る と
IL(・・n・M・N)「為(鉱)(M-一 一・)N・'N・(n≦N)
IG(・・n・M・N)㌔ 急(鉱)(M-・)N-Ni(n≦N)
ま た.M2=1,m21』Oと す る と
la(m・n・M・N)一 為(鉱)la(m・n・M-一 ・・Ni)
(2.21)
(2.22)
(2.22')
(2.23)
(2.24)
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3)m・=Mの と き:
1。(M,m,M,N)
㍉ 毒 罵)la(M・ ・n・M・・Ni)1・(M・n・M・・N・-Ni)
とくに
IL(M,n,M,1V)㌔鑑(鉱)IL(M-・ ・n・M-・・Ni)
1・(M・n・M・N)一焦(鉱)1・(M-一 ・・n・M-・・N・)
さ らに.M・ ・m・=2とす れ ば
礁 燗 一博(Nl):1:雛
1・(2・n・2・N)蒋(鉱):1:綴
4)M・t・・M・-M/2・m…m・-m/2(砿 刎 禺数)の と き ・
1。(2ml,n,2M1,ヱV)
一意(N
瓦)IL(m・n・M・・Ni)IL(m・・n・M・,N-Ni)
」(ぜ](鉱)IL(m・ ・n・M・・Ni)IL(M・・n・M・・N-Ni)
+(X/2){1・(m・・n・M・・N/2)}・
ここで 一 の項はNが 偶数のときのみ付け加える。
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こ の と き はml-Ml,M2=・M2と と る こ と に な る。
(2.25)
(2.25')
(2.26)
(2.26')
(2.27)
2.6計 算の要領 まだ細部の検討がすんではいないが,手 順がこみいって
いるので,実 際に計算す るさいの要領 と注意点について述べ てお く。第1の
方法に よる場合,計 算は下の矢印の方向に進む ことになる。 ・
初期値 虫la(m,n,M,N)旦P佛 到 旦P{N.==n}
繍 齢1;:ll式P{Nm≧n}'
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これ らの値が どの ような場合 に 自明な値(た とえば確率が0ま たは1,個
数 が0ま たはM「v)に な るか とい う検討は §4に ゆず り,そ の他 の点を概観
してお く。
1)① の漸化式 は(2.20)～(2.27)式な どの形があ る。 初期値 と しては
m==O(2.16)式'
M』m=1(2.17),(2.17t)式
勉一1(M任 意)(2.23)式
M==m=・2(2.26),(2;26')式
の場合がすでに計 算 され ている。
(m,M)の 値 の ど うい う順 に計算 してい くかは,目 的に よって も変 わ って
くることと思 うが,1案 として,m=Mの 場合について(2.25')式を用 い,
m<Mの 場合 につ いては(2.22')式を用 い る とい う方針 が 比較的簡 明であ
る。 この とき1≦m≦Mの 範囲の(m・M)に ついて 計算す るとすれば次の
1頂に な る。
(1,M)((2.23)式 で)
(2,2)
↓
(3,3)
↓
i
↓
(M,M)
一 →(2 ,M)
＼
一→(3 ,M)
＼
(M-1,M-1)一 →(9,M)
第2案 と し て は,漸 化 式 は(2.20)の 一 般 の 形 を 用 い,た と え ばM==10,
1≦m≦10の 場 合 を 計 算 す る さ い に,1次の 順 に 計 算 す る。
M-4,1≦m≦4の と き(M1・ ・M2=・2と して)
　
M=5,1≦m≦5の と き(M1・n4,M2=1と して)
M==10,1≦m≦10の と き(Mt…M2・=5と して)
以 上 に お い てm、,M2は 適 当 な 値 を え らぶ も の とす る。
2)た と え ば 特 定 のMFMi・,N…N・ の 場 合 を 計 算 す る と き,① の 段 階
で は,M≦Mo,N≦Noな る 多 くの(M,N)に つ い て 計 算 しな け れ ば な らな
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い。 そ こで,特 定値(Mo,N・)の場 合だけでな く,一 定範囲の(M,N)に つ
いて最終結果 の数表 を作 る よ うに計 算す る方が あ る意味では効率的であ る。
3)①,② の段階では,パ ラメータnの 異 な る項が 同一 の算式中に表 わ
れ る ことはない。(た とえばP{Nm≦n}ま たはP{Nm≧n}を 算出す るnの
範 囲を限 って よい場合 の計算 のフ ローは組 立てやす い。)
4)② の段階 が正 負の項 の交互 の加算,③ の段階 が差計 算であ り,またパ
ラメータm,n,M,Nの 如何 に よって項が0と な らない範 囲な どが著 し く変
化す るので,中 間段階 での微少 な値 をカ ッ ト・オ フす る基準 を作 りに くい。
§3.第2の 方 法
3.1確 率変数Mnこ こで述べ る第2の 方法 では,具 体的 な計算手続 きが
くの
(記号 の相違を別 として)第1の 方 法 と 傘 く変 わ らない場合 も含 まれ るので
あ るが,考 え方 と しては,文 字 の出現回数 の順序統計量Nmに 関す る命題
を,次 に述べ るよ うな 文字の個数M。 に関す る命題にお き直す ことか らは
じめ る。
整数nに たい して,出 現 回数 がn回 以下であ る文字 の個数をMnで あ ら
わす。Mnの とりうる値mは,m=O,1,…,Mの 範 囲であ る。
m≧1の とき,次 の同値 関係
Nm≦n〈=⇒Nl≦_≦Nm≦n〈=⇒Mn≧m
ヱ〉=m≧%〈==⇒>not(Nm≦n-1)〈==>not(.Mn_t≧m)
ぐ=⇒Mn_1≦m-1
が 成 立 つ の で,確 率P(N.==n)は
P{N.・n}==P{Nm≦n}-P{Nm≦n-1}
==P{.Mn≧m}-P{Mn-1≧m}
(3.1)
(3.1')
(3.2)
(5)第1の 方法で最大 回数NMお よび最小 回数Nlに ついて それぞれ(2。10)お
よび(2.11)式に も とつ いて検討す ることは,第2の 方法にお いて,そ れぞれ,
NM≦nぐ ⇒Mn≧M〈=⇒Mn=・M,N、 ≧n〈=⇒Mn_、≦0・:⇒Mn_1・=0とお き
直 して考 え る ことと同等 であ り,こ の場合 には 両方 法は,考 え方 と記号 の相違 を
別 と して一致す(母 関数 も一 致す る).
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P{N.=・n}・=P{Nm≧n}-P{Nm≧n十1}
=1){Mn_1≦m-1}-1){Mn≦m-1}(3.2')
と あ ら わ さ れ る 。 し た が っ てm=1,…,M;n=・O,…,Nに た い し てP{Nm
一 π}の 値 を 求 め る に は
1){1し4n≧m}n--1,...,N,m=1,。 ●.,M(3.3)
ま た は
P{Mn≦m}っz==-1,...,ヱ 〉,m==0,.,.,M-1(3.3')
を,し た が っ て
P{Mn=・M}=P{Mn=・Ml.M,N}
n==-1,...,2>,m==O,...,M(3.4)
を 求 め れ ば よ い 。 これ に 対 応 す る 重 複 順 列 の 個 数 を1{Mn・MlM,N}と す
れ ば
P{Mn=m卜M,N}=・ ハ4一ヱv1{Mn:=刎ハ4,N}
と な り,ま た 次 式 も 成 立 つ 。
み
ΣP{Mn=MIM,N}=1
m=0
とくにM=・1の 場合,次 の よ うにな ることは容易に分 か る。
P{M・一・1・N}一結 麟 雰圭婁
P{M・==・【・ N}一結 震 糊1婁
(3.5)
(3.6)
(3.7)
(3.7t)
3.21mに よる表現 ・母関数 次に1{Mn"・MlM,N}の評価 に利用 で きる
母 関数 を探す ことにす る。 まず,
M…M⇔(N1≦_≦ヱVm≦n,n<Nm+1≦_≦NM)⇔(難 轟1塗 蕃)
の関係があ る。 そ こで,文 字 α・,…,α㎜ の出現回数 がいずれ も η回以下で,
その他 の文字 αm.、,…,α翌 の 出現回数 がいずれ も@+1)回 以上 とな るよ う
な重複順列 の個数 を
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ム ム
lm≡1(m,n,M,ヱ〉)
とお く と き,文 字 に 関 す る対 称 性 を 用 い る と
1{M.-mlM・N}一(㌶)2(m・n・M・ヱv)
P{M・'-MIM・N}一蝋 蕩)1(m・n・M・N)
A
の 関 係 が 成 立 つ 。
♪===O,9=・n,r===n十1とお く こ と に よ りあ
ノ(m,n,M)≡f(t;M,m,O,n,n十1)
・ 一(診 彦π1十一 十...十一1!
n!)伽((謂)!+(謂)!+・ γ 皿
。。tN^
目認
。万1@・ π・砿N)
とな る。
結果 を うる。
2(・・n…N)一{1麟 雰塞
2(・・n…N)一{1齢 劣1婁
(3.8)
(3二9)
〈3.9')
この1(m,n,M,N)に た い す る 母 関 数 は,(1.10)式 で
(3.10)
と くに,M=1,m=oの 場 合 お よ びM=-1,m・ ・1の 場 合 に は 次 の
ま た,一 般 に,(3.9')お よび(3.6)式 よ り次 式 が 成 立 つ 。
急(M甥)2(m・n・M・N)==MN
(3.11)
(3.11')
(3.12)
3.3M,mに つ い て の 漸 化 式lmに つ い て の 漸 化 式 は2,4の と き と ほ ぼ
同 じ要 領 で え られ る 。 い ま.M≧2,0≦m≦Mの と き,整 数M1,M2,M1,M2
を
M・・Mi+M2,M1≧1,M2≧1,m-m、+M2,0≦M1≦M1,0≦M2≦M2
とな る よ うに 選 ぶ と き ・
ノ(m,n,M)留=/(〃z1,っz,ル11)∫(〃z2,n,1しf2)(3・13)
の 関 係 の あ る こ とが,(3.10)式 の 形 か ら容 易 に 分 か る。 この 式 の 両 辺 を 展
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開 してか くと
。。tN^
誕 。πz(m・n・M・N)
r一 藷 諾2(m・ ・n・M・・Ni)蕊 鍔
!2(m・・n・M・・N2)
両辺 のtNIN!の係数を等 しい とお くことに よ り次の漸化式 を うる。
1(m,n,M,N)
一轟(N
Ni)～(m・,n,M・,Ni)嘱嘱N一 瓦)(3・14)
よ っ て,(3,11),(3.11')式 に よ るM留1,m・=O,1の と き あ7mの 値 を
ハ ム
初 期 値 と し て この 漸 化 式 を 適 当 に 用 い れ ばJm==1(m,n,M,N)の 値 が 求 ま
り,次 に(3.9')式 でP{Mn'・'M}を 求 め,最 後 に(3.2),(3.2')式を 用
い てP{N.・=n}を 求 め る こ とに な る。 ・
3.4特 殊 な 形 の 漸 化 式 漸 化 式(3.14)の い くつ か の 特 殊 な 形 を 示 して お
く。
1)M2=・m2・==1のと き:(3.11')式 よ り
'1(1 ,n,1,N-N,)=・1〈≒ ⇒n≧N-Ntぐ=⇒N1≧N-n
よ っ て
2(m・n・M・N)一轟(鉱)2(一 ・・n・M-・・N・)(3・ ・5)
2)M2=1,M2・=Oの と き:(3.11)式 よ り
1(0,n,1,N-N1)=・1ぐ=>n<N-Ni〈=⇒N1<N-n
2(m・n・M・N)耀(鑑)2(m・n・M-・ ・N・)(1・ ・6)'
3)1匠1一粥1鵠彿 の と き:
1(m,n,.M,N)
一創 鉱)1(m・n・m・Ni)2(・,n・M-m・N-・Mi)・(3・17)
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4)m=Mの と ぎ:こ の と き,m1・=Ml,m2=M2と な る 。
ム
1(M,n,M,ヱ〉)
議(N1>1)1(M・ ・va・M・・N・)z(M・n・M・・N-Ni)
と く にM2=.M2-1の と き
2(M・n・M・N)㌦乱(鉱)1(M-・ ・n・M-一・・N)
5)m=Oの と き:こ の と き 〃21一佛2=0と な る 。
ム
1(0,n,M,N)
一 叢(N
Nl)2(・・…M・ ・N・)2(・・n・M・・N-Ni)
と くにM2-O,M2=・1の と き1
2(・n・M・N)一 箔1(㌶)2(m・n・M-一 ・・N・)
6)M=2の と き:
19'),(3.16),(3.18')式を 用 い る と 次 の と お り。
2(・・n・2・N)一篤1(鉱)η ÷ ・のとき
扁 一輪 渤:1
2(2,n,2・N)一胤(鉱)鰐 のとき
3..5計 算 の 要 領 第2の 方 法 の 要 点 は 次 の とお りで あ る。
① 、 ② ③
初 期 値 一→1(m,n,.M,N)一 →P{Mn・ ・M}一 →
(3.14)式(3.9)式
(漸化 式)
④P{M
n≧m}一 →
P{Mn≦m}(3.2)式
(3.2')式
(3.18)
(3.18')
(3.19)
(3.19')
m・・O,1,2にた い す る 値 は,そ れ ぞ れ 例 え ば,(3.
(3.20)
(3.20')
(3.20")
P{Nバ ・η}
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形式的には4段 階にわた るが,② は単な る 掛け算であ るか ら,実 質的に
は第1の 方法 よ りも簡略化 され た とい って よいであ ろ う。
1)① の 漸 化 式 には(3.14)～(3.20")式などの 形が あ り,初 期 値 は
M=1・m=・O・1およびM=・2,m=O,1,2の場合 につ いて計算 され てい る。
計算 してい く順序 と しては,1案 としては,m=Mの 場合 を(3.18')式に
よ り漸化式計算,m・・Oの 場 合を(3.19')式に より漸化式計算,し か るのち
に(3.17)式を利用す る手順が考 え られ る。 そのほか第1の 方法での第2案
に準 じた手順 も考 え られ る。
2)ま だ述べてお きたい こともあ るが,留 意点は第1の 方法 と類似 した事
柄 が多 いので省略す る(2.6を参照)。
§4.値 が0と な らな い条 件
4.1考 察の対 象 第1お よび 第2の 方法 で 考察 した 各種 の確率Pお よび
個数1に ついて,PSOと なる条 件,P-1と な る条件,1≠0と な る条件,
1==(自明な値(≠ ・0))とな る条件 な どを ここに まとめてお く。 ここで扱か う
のは次の確率 お よび個数であ る。
P1≡少{Nm=叫
P2≡少{2>m≦%}
昌 少{Mm≧n}
P3≡P{N鵬 ≦%}
驕 少{Mm -1≦n-1}
P3'≡少{.M篇≦n}
P4≡汐{Mn=〃z}
(3.1)式
(3.1')式
;::;1二;膿1瀦:}(2・3)式縢__式
こ の うち13・lmに つ い て は(3.9')式 よ り
P・・tl・⇔1・ ≠・P・ 一=・⇔1…MN(M伽)-1(4・ ・)
とな る の で,P4に つ い て 条 件 を 述 べ れ ば そ れ で 足 り る。 以 下 で は,P4,P2,
lb3t,P3,P1,ll,12の順 に 考 察 す る。 な おM≧1,N≧0,0≦m≦M@は 任 意)
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'4 .2P4≡P{・Mn=・M}結 果 を ま とめ る と
A≡P{Mn=M}*O
⇔{:慧齢 獅 一"
n<0=>m=O
o≦n≦(1>/M)-1・=>o≦m≦M-1
ぐ ⇒(N/.M)-1<n<N/M⇒M「 ・-N/(n十1)≦m≦M-1
NIM≦n<N
N≦n
-{鮨
P4≡P{M。'・M}=1
n<0
0≦n≦N-一 一1,ハ4=1
〈=⇒0≦n,M=2
n==O,M>2
n≧N
簡 単 に 説 明 す る と
⇒M-N/(n十1)≦m≦M「
=〉〃z=M
=>o≦n≦(NIM)-1
⇒0≦n≦N/(M--m)-1
⇒1v/M≦n
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
??ー
(4.2')
????
ー
(4.3)
P4≠O〈==〉@回以下 の文字 はm個(に な りうる))
⇔{驚M:1:款:::::隠くNm+1≦●"≦NM
と な る。n<0の と き条 件 は 明 らか に 〃z盟0。n>0の と き は
エび りアと ロレ れ
0≦m<Mな らばN-・ ΣN,=一Σ+Σ ≧Σ≧(M-m)@+1)
11m十1m十1
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れ
m・Mな らばN・ ・ΣN¢≦nM
1
これ らを ま とめて(4.2)を うる。(4.2'),(4.2")はこれ をn,mに ついて
整理 した ものであ る((4.2)の条件 を(m・n)を 座標 とす る平面上に図示 し
て考 える と分 か りやす い)。(4.3)につ いては
P4==1〈=⇒(P4≠Oとなるmは 一意的)
な る関係があ るか ら,(4.2')に示 され る 翅 につい ての不 等式において,不
等 式の下限の値が,{不 等式 の上限 の値(こ れ は 整数値)-1}を こえる 条件
を調べれ ば よい。
4.3ρ2≡P{Mm≧ 喝 鴇P{Nm≦n}結 果 を ま と め る と
P2≡P{Mn≧m}・-P{Nm≦n}≠O
⇔{轍M三糠
⇔{鮨:1:旛
P2≡P{M。≧m}=P{Nm≦n}冨1
n≦(N/M)-1⇒m≦0
{
一{
ぐ ⇒(N/.M)-1<n<N⇒m<M十1-1>/@十1)
ヱV≦n⇒m≦M
m==0
1≦m≦M-1⇒n>N/(M・-m十1)一 一1
m=M⇒%≧N
(4.2')の条 件 がML≦m≦ 〃3σ… ① の 形 で あ 為 とす る と
ー
ー
ー
ー
(4.4)
(4.4')
(4,5)
(4.5').
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P2≠0〈=⇒
拓一・ ⇔(
Ps'≠0ぐ=⇒
ρガー ・ ⇔(
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勉≦吻σ
叢趨 鮮 囲の)⇔ 甥く晩一・
m≧ML
叢趨 鯉 囲の)⇔ 嚇 一・
(4.6)
こ の こ と を 用 い る と,い ず れ の 条 件 も(4.2')か ら簡 単 に 導 か れ る 。
4.4P8'≡1){Mn≦m}
P3'…P{Mn≦"2}≠o
⇔{鍵遍li拠}(4・7)
P8'≡P{Mn≦m}鶉1
⇔{轍M三 糠
t}(4・8)
導 き方 は(4.6)を 参 照 。
4.5Ps≡P{Mn_1≦m-1}==P{Nm≧n}
P8…P{M。.1≦m-1}-P{N伽≧%}キ0
⇔{%≦NIM⇒m≧1
NIM<n≦N⇒m≧M十1-(N/%)}(4・9)
〈=⇒1≦m≦M,n≦N/(M・-m十1)(4.9')
P3≡P{Mn-1≦m--1}=P{Nm≧n}=1
⇔{蒙1
<(NIM)+、:瓢}(4…)
⇔ 儒 ≦M-1;1:?
NIM)+1}(4…t)
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4i6Pi≡P{Nm=・n}(1≦m≦Mと す る)
Pi≡P{Nm==n}≠O
⇔{繍≦M-1:瓢瀞 叫1)
⇔{躊慧 器;瀦 乏饗淑 ≦M
}(4・1・)
}(4…,)
これ らはP,ま たは ρ、の条件 か ら導かれ る。(P、の条件か らP2,P、'の条件
を導 く場合 の逆 の要領に よる。)
4.71t≡IL(m,n,M,ヱ ▽)と12…IG(m,n,M,N)
{i凱遷雛:諜::;:　:1:　
以上のことは容易に分かる。
(4.12)
な おli=1{(Xl≦n)∩… ∩(Xm≦n)}に つ い て は,n+1>N/2の と き,2り
以 上 のXiに つ い て 同 時 にXi≧va+1と は な りえ な い の で,　
∩(Xi≦n),(〃1≧n十1),_,(Xm≧%十1)
i=1
に よ りす べ て の 場 合 が つ く さ れ る。 す な わ ち
IL(m,n,M,N)十mlσ(1,n十1,M,N)=MN
とな り,こ の 式 と,(2.23)式 よ り
IL(m・n,M・N)一匹 彿 轟 .1(鉱)(M-・)N-・v・
n>(N/2)+1の と き(4.13)
を う る 。(未 完)
(1976.2.4)
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